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В многомерном бесконечном слое, ограниченном двумя гиперплоскостями рассматривается 
уравнение Пуассона с полиномиальной правой частью. Показано, что краевая задача Дирихле и 
смешанная краевая задача Дирихле-Неймана с полиномиальными краевыми условиями имеет 
единственное решение в классе функций полиномиального роста, которое является 
полиномом. Приведен алгоритм построения этого полиномиального решения и рассмотрены 
примеры. 
Ключевые слова: уравнение Пуассона, задача Дирихле, смешанная краевая задача Дирихле-
Неймана, полиномиальные решения 
 
Введение 
Хорошо известно, что задача Дирихле для уравнения Лапласа в шаре имеет единст-
венное полиномиальное решение (гармонический полином) в случае, если заданным  гра-
ничным значением является след произвольного полинома на сфере [1, с. 417], [2, с. 157]. 
С.М. Никольский [3] обобщил этот результат на случай краевой задачи первого рода для 
линейного дифференциального самосопряженного оператора порядка    с постоянными 
коэффициентами (в частности полигармонического) и для области, которая является эл-
липсоидом в      Соответствующее неоднородное уравнение рассмотрено в [4]. Для поли-
гармонического уравнения в шаре (однородного и неоднородного) алгоритм построения 
полиномиального решения задачи Дирихле на основе формулы Альманси предложен 
В.В. Карачиком [5]. 
С.М. Никольским [3] показано, что для области, ограниченной алгебраической по-
верхностью эллиптического типа степени больше двух или несколькими кусками алгеб-
раических поверхностей, приведенное выше утверждение неверно, то есть не для любого 
полиномиального граничного значения решение является полиномом. Например, в дву-
мерном случае для оператора Лапласа и для области, являющейся многоугольником. Кри-
терии разрешимости краевых задач для уравнений Лапласа  и Пуассона в полиномах для 
многоугольников рассмотрены в работах Е.А. Волкова [6,7]. 
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Представляет интерес рассмотрение вопроса о полиномиальных решениях для бес-
конечной области. В данной работе рассматривается уравнение Пуассона в бесконечной 
области (слое) с полиномиальной правой частью. На границе слоя задаются краевые усло-
вия Дирихле и Дирихле — Неймана. Показано, что если заданные граничные функции яв-
ляются полиномами, то задачи Дирихле и Дирихле — Неймана имеют в классе функций 
полиномиального роста единственное решение, которое является полиномом. Приведен 
алгоритм построения этого полиномиального решения и рассмотрены примеры.  
Постановка задачи 
Рассмотрим уравнение Пуассона в бесконечной области (слое) с полиномиальной 
правой частью 
                            (1) 
где                оператор Лапласа   
  
   
    
  
   
  
  
   
          полином 
от переменных   и    
На границе слоя задаются краевые условия Дирихле 
                              (2) 
и смешанные краевые условия Дирихле — Неймана 
                                  
     (3) 
где                        полиномы. 
Далее в разд. 2 показано, что уравнение Пуассона (1) имеет полиномиальные част-
ные решения и приведена формула получения такого решения. Если        частное по-
линомиальное решение уравнения Пуассона (1), то для функции               
       получаем уравнение Лапласа  
                       (4) 
и краевые условия Дирихле 
                                             (5) 
и смешанные краевые условия Дирихле-Неймана 
                                                 
       (6) 
Решив краевые задачи для уравнения Лапласа (4), (5) и (4), (6), мы получим решения 
краевых задач для уравнения Пуассона (1), (2) и (1), (3) по формуле 
                      
Если решения краевых задач искать в классе функций полиномиального роста по  , 
т.е. функций, удовлетворяющих условию 
          
  
                           
          (7) 
для некоторого     и для каждого          то решение будет единственным (это по-
казано в разд. 3). Решения краевых задач для уравнения Лапласа записываются в виде 
свертки граничных функций с соответствующими ядрами (фундаментальными решениями 
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соответствующих краевых задач) [8,9]. Показано, что эти решения являются полиномами 
и приведен алгоритм их получения (см. разд. 5, 6).  
Частное полиномиальное решение уравнения Пуассона 
Уравнение Пуассона (1) с полиномиальной правой частью        ,   
                           
имеет полиномиальные решения, одно из которых можно получить по приводимой далее 
формуле. Эту формулу достаточно привести для монома. 
Рассмотрим сначала плоский случай                               То-
гда непосредственной проверкой доказывается следующая формула (8), дающая одно из 
частных полиномиальных решений уравнения Пуассона с правой частью        
                        
     
   
   
                
               (8) 
где        целая часть числа      
Если    , то, поменяв местами   и  , получим другое частное полиномиальное 
решение с меньшим числом мономов: 
         
               
     
   
   
                
                 (9) 
Степени полиномов        и         на два больше степени         Например, для 
             
частное решение по формуле (8) будет 
       
 
  
     
 
  
     
 
    
    
а по формуле (9) 
        
 
  
     
 
   
     
Рассмотрим теперь пространственный случай                     и моном 
             
где      
     
  ,             , — мультииндекс;             — степень мо-
нома   . 
Частное решение уравнения Пуассона с правой частью        можно получить по 
формуле 
                        
       
   
  
         
         
       (10) 
где  
  
   
  
   
    
  
    
 
 
  
При     из формулы (10) получается формула (8). Формула (10) доказывается не-
посредственной проверкой. Например, для 
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частное решение по формуле (10) будет 
       
 
  
  
   
    
  
 
   
  
    
  
 
   
    
    
  
 
    
     
   
Степень         на 2 больше степени         
Единственность решения краевых задач 
Покажем, что в классе функций медленного роста по  , удовлетворяющих условию 
(7), краевая задача Дирихле и Дирихле-Неймана для уравнения Пуассона имеет единст-
венное решение. Для этого достаточно показать, что однородное уравнение (Лапласа) с 
однородными краевыми условиями Дирихле и Дирихле-Неймана имеет только тривиаль-
ное решение (в работах [8],[9] вопрос единственности решения не рассматривался). 
Поскольку функции        медленного роста по   определяют для каждого   из 
      регулярные функционалы из пространства        пространства обобщенных 
функций медленного роста, то к ним можно применить преобразование Фурье по   [10]:  
                        
Рассмотрим задачу Дирихле. К уравнению Лапласа 
                     
и однородным краевым условиям Дирихле 
                  
применим преобразование Фурье по    Получим обыкновенное дифференциальное урав-
нение второго порядка с параметром      
                                 (11) 
и краевые условия 
                    (12) 
Общее решение уравнения (11) имеет вид 
                                      (13) 
Подставляя в (13) краевые условия (12), получаем 
                         
Последнее уравнение эквивалентно уравнению 
           
и решение краевой задачи 
                                                  
            
      
  
 
      
  
       
Отсюда следует, что решение задачи Дирихле 
         
                  
Аналогично рассматривается задача Дирихле-Неймана для уравнения Лапласа с 
краевыми условиями 
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После применения преобразования Фурье по  , получим уравнение (11) и краевые усло-
вия 
                       (14) 
Подставляя в (13) краевые условия (14), получим 
                            
Последнее уравнение эквивалентно уравнению 
           
и, следовательно, 
         
и решение задачи Дирихле-Неймана 
         
                  
Рассмотрим теперь полиномиальные решения краевых задач для уравнения Лапласа, 
к которым сводится решения краевых задач для уравнения Пуассона с полиномиальной 
правой частью. 
Решения краевых задач для уравнения Лапласа 
Рассмотрим уравнение Лапласа 
                         (15) 
и краевые условия Дирихле 
                               (16) 
где            полиномы. 
В работе [9] показано, что если           — обобщенные функции медленного рос-
та (в частности полиномы), то решение этой задачи записывается в виде свертки гранич-
ных функций с ядрами, являющимися фундаментальными решениями этой краевой задачи  
                                          (17) 
Здесь                       являются решениями уравнения Лапласа (15), удовле-
творяющими  краевым условиям соответственно   
                              (18) 
                             (19) 
где      -функция Дирака. 
Решение (17) является единственными в классе функций медленного роста по    Да-
лее (см. разд. 4) показано, что оно являются полиномом, и дан алгоритм его нахождения. 
Рассмотрим также задачу Дирихле — Неймана для уравнения (15) с краевыми усло-
виями 
                                  
       (20) 
где              полиномы. 
В работе [8] показано, что если             — обобщенные функции медленного 
роста (в частности полиномы), то решение этой задачи записывается в виде свертки гра-
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ничных функций с ядрами, являющимися фундаментальными решениями этой краевой 
задачи  
                                           (21) 
Здесь                       являются решениями уравнения Лапласа (15), удовлетво-
ряющими краевым условиям соответственно   
                          
     (22) 
                          
     (23) 
Решение (21) является единственными в классе функций медленного роста по    В 
пункте 5 показано, что оно являются полиномом и дан алгоритм его нахождения. 
Задача Дирихле 
Применим преобразование Фурье по   к уравнению Лапласа (15) и краевым услови-
ям (19), получим краевую задачу для ОДУ второго порядка (11)  с краевыми условиями 
                     (24) 
Её решением будет функция 
                  
        
        
   (25) 
В  случае краевых условий (18) получим функцию              Применим к (25) 
обратное преобразование Фурье, получим фундаментальное решение задачи Дирихле (яд-
ро Пуассона) 
             
   
        
        
       
 
     
 
        
          
           (26) 
где                      
Переходя к сферическим координатам и обозначая              получим 
         
 
             
 
      
      
                   
 
 
  (27) 
где              функция Бесселя 1-го рода порядка         . Эта формула справед-
лива и при     . При     интеграл (27) вычисляется в явном виде [9] 
                   
 
  
 
         
                  
     (28) 
          
 
  
 
         
                  
    
Эта формула хорошо известна [11, c.187], [12]. В случае произвольной размерности 
  ядро Пуассона в виде (27) рассмотрено в [13]. В работе [9] получена рекуррентная по 
размерности формула 
            
 
   
 
  
          (29) 
По этой формуле, например, 
           
 
   
 
                   
                           
    (30) 
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Решение задачи Дирихле дается формулой (18), где           полиномы. Пусть 
        тогда 
                                                                  (31) 
Покажем, что этот интеграл является полиномом и дадим алгоритм его вычисления. 
Для этого нам не потребуется явный вид ядра            Доказать, что интеграл (31) явля-
ется полиномом от       достаточно для монома           
Случай      Пусть 
           
Решением задачи Дирихле с краевыми условиями  
                        
будет функция 
                
 
  
      
   
         
   
 
  
    
    
   
                    
   
      
      
 
 
 
  
Пусть теперь 
         
Решением задачи Дирихле с краевыми условиями  
                         
будет функция 
              
        
 
  
    
     
            
 
   
 
 
             
          
 
   
          
 
  
    
где   
  
  
        
  биномиальные коэффициенты. Поскольку последний интеграл для 
нечетных    равен нулю в силу четности          по  , то 
           
       
     
   
           
 
  
    
где        целая часть числа      Пользуясь свойствами преобразования Фурье, получим 
         
         
 
  
      
   
            
   
 
  
    
      
   
    
                    
      
   
   
    
 
      
      
  
Разложим в ряд по степеням   четную функцию 
      
      
             
           
      
Выполняя деление рядов, получим рекуррентные формулы для коэффициентов 
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             (32) 
Из этих формул следует, что        являются полиномами от   и, следовательно, 
полиномами от   являются 
           
              
и решение задачи 
           
       
     
   
       
является полиномом от   и    
Запишем несколько первых полиномов         и решений        : 
      
 
 
   
       
 
  
          
      
 
   
                    
       
 
   
                           
      
 
   
                                     
        
 
   
                                                 
        
 
 
   
        
  
 
  
        
 
  
             
         
  
 
            
        
 
   
                                     
        
  
  
                                    
Функции                    являются решениями уравнения Лапласа, удовле-
творяющими краевым условиям 
         
                    
Если функции      и      в краевых условиях являются произвольными полинома-
ми 
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то решением краевой задачи будет полином 
                                              
                                  
Замечание 1. Полиномы        представляют собой точные значения интегралов 
 
 
  
 
             
                  
 
  
                     (33) 
Например,  
 
  
 
            
                  
 
  
    
 
   
                   
Учитывая, что 
 
  
 
             
                  
    
 
 
 
   
              
   
выразим интеграл (33) через полилогарифм: 
 
  
 
             
                  
  
 
  
  
  
         
     
            
        
         
     
        
          
     
 
   
 
и получим формулу суммирования тригонометрического ряда 
         
          
     
 
    
     
         
                 (34) 
Например, для         
        
       
  
 
   
 
 
   
                         
Аналогично получаются формулы 
 
  
 
             
                  
 
  
               
  
          
     
 
    
     
         
                      (35) 
Например, 
 
       
  
 
   
 
      
   
                                
В справочнике [14, с.726] суммы рядов (34) и (35) выражены через полиномы Бер-
нулли. 
Пример 1. Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Пуассона 
                           
                                          
Частным решением уравнения Пуассона является функция 
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и задача Дирихле для уравнения Пуассона сводится к задаче Дирихле для уравнения Лап-
ласа для функции                       
                        
                                
                     
   
  
   
   
  
   
    
    
  
Решением этой задачи будет функция 
                                          
 
   
  
        
   
  
        
    
    
                 
Решением исходной задачи будет функция 
                      
 
 
  
     
 
  
     
 
    
   
 
  
    
 
  
     
 
   
        
            
    
  
    
   
  
           
   
     
     
Замечание 2. Если искать полиномиальное решение задачи Дирихле в прямоуголь-
нике               с полиномиальными граничными условиями, то задание поли-
номов на двух параллельных сторонах прямоугольника однозначно определяет полиноми-
альное решение задачи Дирихле в полосе и, следовательно, однозначно определяет поли-
номиальные граничные значения на двух других сторонах. Если на этих сторонах изна-
чально были заданы другие полиномы, то полиномиального решения задачи Дирихле в 
прямоугольнике с этими граничными значениями не существует. Например, в прямо-
угольнике             зададим на двух параллельных сторонах граничные усло-
вия                    , тогда единственным полиномиальным решением задачи 
Дирихле для полосы 
                        
                        
будет функция 
                
которая на двух других сторонах принимает значения 
                               
Если задать на этих сторонах другие значения, например, 
                      
то решение задачи Дирихле для прямоугольника (единственное) не будет многочленом. 
Случай      Если 
             
то решением задачи Дирихле с краевым условием 
                         
будет функция 
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Если        , где     ,    — мультииндекс, то решением задачи Дирихле с 
краевыми условиями  
                          
будет функция 
              
          
  
    
где  
               
          
     (36) 
и этот интеграл будет отличен от нуля только для тех мономов полинома (36), которые 
содержат    в четных степенях. Поэтому 
           
       
     
     
                   
       
     
         , 
где  
  
      
      
       
         
  
 
    
  
 
   
  
 
      
  
 
    
Пользуясь свойствами преобразования Фурье [10], получим 
         
           
  
      
   
             
  
        
    
   
    
                      
     
   
  
  
        
        
  
где  
  
   
    
   
      
       
   
   
Имеем разложение 
        
        
               
              
       
               
      
               
      
        
Коэффициенты         находятся по формулам (32) и полиномы 
           
   
         
  
         
         
       
          
Например,              
 
  
       Этот полином является точным значением интегра-
ла 
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Функции                    являются решениями уравнения Лапласа, удовле-
творяющими краевым условиям 
         
                 
где                     . 
Пример 2. Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Пуассона 
          
   
    
              
                        
Частным решением уравнения Пуассона является функция 
       
 
  
  
   
    
  
 
   
  
    
  
 
   
    
    
  
 
    
     
  
и задача Дирихле для уравнения Пуассона сводится к задаче Дирихле для уравнения Лап-
ласа для функции                       
                      
                        
                      
  
 
  
  
   
    
 
   
  
    
 
   
    
    
 
    
      
Решением задачи Дирихле для уравнения Пуассона будет функция 
                             
 
 
  
              
 
   
              
 
   
              
 
    
               
 
 
  
  
   
    
  
 
  
  
   
    
  
 
   
  
    
  
 
  
  
    
  
 
  
  
      
 
 
   
    
    
  
 
  
    
    
  
 
  
    
     
 
    
     
  
 
   
     
   
 
 
  
     
  
   
     
       
Смешанная краевая задача Дирихле-Неймана 
Решая уравнение (15) с краевыми условиями (22) и (23), получим соответственно 
            
   
            
         
        
            
   
        
           
       
и решение задачи записывается в виде свертки (21), где              полиномы. Это 
решение также является полиномом. 
Случай      Так же как в случае задачи Дирихле показывается, что единственное 
решение смешанной краевой задачи, определяемое сверткой (21), является полиномом. 
Имеем 
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Приведем несколько первых полиномов и соответствующих решений краевой задачи 
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Случай      В этом случае получаем формулы аналогичные формулам, приведен-
ным для решения задачи Дирихле. 
Пример 3. Рассмотрим смешанную краевую задачу Дирихле-Неймана для уравнения 
Пуассона 
          
   
    
              
                      
   
Частным решением уравнения Пуассона является функция 
       
 
  
  
   
    
  
 
   
  
    
  
 
   
    
    
  
 
    
     
  
и задача Дирихле-Неймана для уравнения Пуассона сводится к задаче Дирихле-Неймана 
для уравнения Лапласа для функции                       
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Заключение 
В работе рассмотрены задачи Дирихле и Дирихле — Неймана с полиномиальными 
граничными условиями для уравнения Пуассона с полиномиальной правой частью в мно-
гомерном бесконечном слое. Показано, что единственным решением этих задач в классе 
функций медленного роста является полином. Дан алгоритм построения этого полинома и 
рассмотрены примеры. В частности рассмотрены примеры точных значений некоторых 
одномерных и многомерных интегралов, являющиеся многочленами от параметров, от 
которых зависят интегралы и примеры точных значений сумм некоторых тригонометри-
ческих рядов. 
Математика и математическое моделирование 15 
Из полученных результатов также следует, что если искать полиномиальные реше-
ния указанных задач в прямоугольнике на плоскости, то задание полиномиальных гра-
ничных значений на двух параллельных сторонах прямоугольника однозначно задает по-
линомиальные граничные значения на двух других сторонах и если изначально заданные 
на этих сторонах полиномы другие, то полиномиального решения задачи для прямоуголь-
ника не существует.  
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It is well known that the Dirichlet problem for the Laplace equation in a ball has a unique 
polynomial solution (harmonic polynomial) in the case if the given boundary value is the trace of 
an arbitrary polynomial on the sphere. S.M.Nikol'skii generalized this result in the case of a 
boundary value problem of the first kind for a linear differential self-adjoint operator of the order 
   with constant coefficients (in particular polyharmonic) and for a domain that is an ellipsoid in 
    For a polyharmonic equation in a ball (homogeneous and inhomogeneous), V.V. Karachik 
proposed the Almansi formula-based algorithm to construct a polynomial solution of the 
Dirichlet problem. 
The paper considers the Poisson equation with the polynomial right-hand side in a multi-
dimensional infinite layer bounded by two hyper-planes. Shows that the Dirichlet boundary val-
ue problem and the mixed Dirichlet-Neumann boundary value problem with polynomial bounda-
ry conditions have a unique solution in the class of functions of polynomial growth, and this so-
lution is a polynomial. Gives an algorithm for constructing this polynomial solution and consid-
ers examples. In particular, presents formulas to give exact values of certain integrals (including 
multi-dimensional ones) and sums of trigonometric series. 
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